MEKANIIKKA, 21.11.1997/JK
Loppukoe

1. Laske
(a)V -7
(O)V - (7f(r))
Laske b-kohta, kun f(r) = r"~!

2. Kappale pudotetaan etdisyydeltd » maan keskipisteestd. Miksd on kappaleen nopeus
sen tormitessd maahan?

3. Tarkastele tasoheiluria, jonka muodostavat massa ja lanka, jonka alkuperéinen pituus
on ly. Lanka lyhenee pakkovoiman vaikutuksesta tasaisella nopeudella [ = —b. Kiinni-
tyskohta pysyy samana. Muodosta Lagrangen funktio ja johda siitd heilahduskulman
0 liikeyht#lo.

4. Moottori pyorittdd ylapasstidn kiinnitettyd tankoa pystyakselin ympéri kulmanopeu-
della w(t) (joka ei ole vakio, mutta on tunnettu: rajoite), kuva 1. Tangossa on kuu-
la, jonka massa on m ja joka on ripustettu tangon ylipiihin jousen (jousivakio k)
vilitykselld. Tanko ja jousi ovat massattomia. Ma#raa tilanteeseen liittyva Lagrangen
funktio ja edelleen liikeyht&lst. Vihje: kiytad pallokoordinaatistoa.

omega(t)

D

3

Kuva 1:

5. Tarkastellaan m,-massaista partikkeleista koostuvaa jiykkii kappaletta. Osoita, etti
kappaleen liike-energia voidaan esittdd (puhtaisiin) translaatio- ja rotaatioliikkeisiin
liittyvien liike-energioiden summana.



MEKANITIKKA, 31.1.1997/JK

Loppukoe

. Kiihtyvyyden lauseke ympyrékoordinaatistossa tasossa on
a= argr +a9€97 (1)
missi €, ja €y ovat ko. koordinaatiston yksikkovektorit. Maaraa funktiot a, ja ag.

. Raketti nousee kohtisuoraan gravitaatiokentiissi (¢ = vakio). Polttoaineen polttono-
peus on vakio dm/dt = « ja poistokaasujen nopeus raketin suhteen on u. Ilmanvastusta
ei tarvitse ottaa huomioon. Alkunopeus on vy = 0 ja raketin alkupaino on mg. Mairis
raketin nopeus (pelkéstéin) vakioiden ja ajan funktiona.

. Kappale liikkkuu painovoimakentéssi (g on vakio) pisteesti (x1,y1) pisteeseen (z2,ys2).
M#&aras sellaisen pinnan parametrinen esitys x = z(0),y = y(6), jota pitkin kappale
liukuu pisteiden vilin minimiajassa (brachistochrone-ongelma). Muuttujanvaihdos x =
a(1 — cosf) saattaa osoittautua kiyttokelpoiseksi.

. Osoita, ettd lyhin tie pisteiden (z1,y1,21) ja (22,ys2, 22) vililld on pisteiden vilinen
suora. Vihje: kisittele kutakin koordinaattia parametrin ¢ € [0,1] funktiona erikseen.

. Maarida vakiotiheyksisen a-séteisen puolipallon painopiste.



MEKANIIKKA, 13.12.1996/JK
Loppukoe

1. Olkoot @ = @(t) ja b = b(t) parametrista ¢ riippuvia vektoreita. Todista seuraava tulos

d,. = db di -

—(@xb)=adx —+—xb 2
(@x) a @ @

2. Kappale liikkuu yksidimensioisessa avaruudessa gravitaatiokentéissd. Liikettd vastus-
tava voima on Fj. = —cv, missi ¢ > 0 on vakio. Miké on kappaleen rajanopeus?

3. Kiyrd x = h(y), joka kulkee pisteiden (z1,y1) ja (z2,y2) kautta, pyordhtis y-akselin
ympari. Magraéd h(y) siten, ettd pyorahdyskappaleen vaipan pinta-ala on pienin mah-
dollinen. Funktion h(y) parametrisen muodon miirdiminen riittai.

4. Kappale liikkuu R-siteisen sylinterin pinnailla. Olkoon piste 7 = 0 sylinterin symmetria-
akselilla. Kappaleeseen vaikuttaa voima F' = —k7, k > 0. Madrad Lagrangen funktio
ja Hamiltonin liikeyhtlot.

5. Selvitd kisite efektiivinen potentiaali (keskeisliikkeessd) sekd miks kvalitatiivinen ero
on tdhin liittyen yksi- ja useampiulotteisessa keskeisliikkeessé.

Tarvinnet intergraalia

/(Q:Q_Cl% = cosh™*(z/a) + C. 3)



MEKANIIKKA, 15.11.1996/JK

Loppukoe

. Olkoot @ = @(t) ja b = b(t) parametrista ¢ riippuvia vektoreita ja ¢ = ¢(t) vastaavasti
skalaari. Todista seuraavat tulokset

d, . » _ db di -
a(a-b)—a %+%
d d@  dp

E(‘Pa) = LPE + Ea

. Kappale liikkkuu yksidimensioisessa avaruudessa. Kappaleen alkunopeus on vy ja lii-
kettd vastustava voima on F, = —cv, missd ¢ > 0 on vakio. Kuinka pitkélle kappale
kulkee ennen pysdhtymista?

. Kappale liikkuu pystyyn asetetussa kartiossa, jonka karkikulma on 2a. M#irds ongel-
maan liittyva Lagrangen funktio ja tdman avulla kappaleen liikeyhtls.

. Pallo (siide p) pyorii liukumatta vaakatasossa olevan R-séteisen sylinterin sisépinnalla.
Olkoon pallon alkunopeus sylinterin pituusakselia vastaan kohtisuorassa, jolloin ongel-
ma on luonteeltaan kaksidimensionaalinen. Pallon hitausmomentti on I. M&irad La-
grangen funktio ja pallon litkeyht#lo. Vihje: valitse ensin koordinaatisto huolella (piirr
kuva) ja selvitd rajoite.

. Tarkastellaa kahden partikkelin systeemi keskeisliikkeen tapauksessa. Osoita, etté

2 1. 1 ur?

() +-=-E_F(@

d92(r)+r 12 (),
missd F(r) on (keskeis-) voima, u on redusoitu massa, r on partikkelien etiisyys ja [
on kulmamuuttujaan 6 liittyvi yleistetty litkem#ira (vakio).



