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1. Olkoon 〈u, v〉E := a(u, v), missä a : X ×X 7→ R symmetrinen, rajoitettu
ja X-koersitiivinen bilineaarimuoto. Tällöin a(u, v):lle on voimassa

a(u− uh, v) = 0, ∀v ∈ X ′
h

Osoita, että residuaalille u− uh pätee

‖u− uh‖E = inf
v∈Xh

‖u− v‖E .

Miten kuvailisit tulosta geometrisesti?

2. Tarkastellaan väliin G =]0, 1[ liittyvää reuna-arvotehtävää

−u′′ + u′ + u = f (1)
u′(0) = u(1) = 0 (2)

a) Johda vastaava variationaaliyhtälö
b) Osoita, että bilineaarimuoto on rajoitettu ja H1(G)-koersitiivinen.

3. Tarkastellaan reuna-arvotehtävää

−µ∆u + β1
∂u

∂x1
+ β2

∂u

∂x2
+ u = f, x ∈ G (3)

u|∂G = 0 (4)

missä G ⊂ R2, sekä µ ja βi ovat positiivisia vakioita. Muodosta variation-
aaliyhtälö ja vastaava FEM-matriisiyhtälö. Onko kyseessä symmetrinen
variationaaliongelma (todistus)?

4. Olkoon G =]0, 1[×]0, 1[. Tarkastellaan hyperbolista epähomogeenista reuna-
arvotehtävää

∂2u

∂t2
−∆u = 0, x ∈ G, t > 0 (5)

u(x, t) = sin(π(
√

2t + x1 + x2)), x ∈ ∂G, t > 0 (6)
u(x, 0) = sin(π(x1 + x2)), x ∈ G (7)

∂u

∂t
(x, 0) =

√
2π cos(π(x1 + x2)) (8)

Palauta reunaehto homogeeniseksi muuttujanvaihdolla U = u−sin(π(
√

2t+
x1 + x2)). Muodosta saadun ongelman FEM differentiaaliyhtälöryhmä.

5. Tarkastellaan 1D elementtikohtaisen integraalin∫ xx,2

xe,1

(φe,jφe,k + φ′
e,jφ

′
e,k)dx

laskemista. Millaisen kuvauksen avulla muunnat integraalin laskemisen
peruselementin [0, 1] yli tapahtuvan integraalin laskemiseksi? Osoita, että
ko. kuvauksen avulla kantafunktiot φ(e, j) muuttuvat peruselementin
kantafunktioiksi φ0,j . Mihin muotoon derivaatat φ′

e,j muuttuvat?
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