FEM lopputentti, 28.3.2003 klo 8-12, E27

1. Olkoon (u,v)p = a(u,v), missé a : X x X — R symmetrinen, rajoitettu
ja X-koersitiivinen bilineaarimuoto. Talloin a(u,v):lle on voimassa

alu —up,v) =0, Yo € X},
Osoita, ettd residuaalille u — uy, pétee
lu =l = inf flu— ol
Miten kuvailisit tulosta geometrisesti?
2. Tarkastellaan véliin G =]0, 1] liittyvaa reuna-arvotehtavaa

v v +u = f (1)
W) = u(l) = 0 )

a) Johda vastaava variationaaliyhtlo
b) Osoita, etti bilineaarimuoto on rajoitettu ja H'(G)-koersitiivinen.

3. Tarkastellaan reuna-arvotehtavaa
1o}
quu+51—u+,6’27u+u = f,ze@ (3)
o0x1 T

ulopa = 0 (4)

missi G C R?, seké p ja (3; ovat positiivisia vakioita. Muodosta variation-
aaliyhtalo ja vastaava FEM-matriisiyhtdlo. Onko kyseessd symmetrinen
variationaaliongelma (todistus)?

4. Olkoon G =]0,1[x]0, 1[. Tarkastellaan hyperbolista epdhomogeenista reuna-
arvotehtavai

9%u

52 —Au = 0, 2€G,t>0 (5)
u(z,t) = sin(x(V2t 4z +12)), € G, t>0 (6)
u(z,0) = sin(r(z1+22)), z€G (7)

%(ax, 0) = V2mcos(m(zy + 22)) (8)

Palauta reunaehto homogeeniseksi muuttujanvaihdolla U = u—sin (7 (v/2t+
x1 + x2)). Muodosta saadun ongelman FEM differentiaaliyhtaloryhma.

5. Tarkastellaan 1D elementtikohtaisen integraalin

/ (fe.jbek + br ;b0 i) dx

e,1

laskemista. Millaisen kuvauksen avulla muunnat integraalin laskemisen
peruselementin [0, 1] yli tapahtuvan integraalin laskemiseksi? Osoita, etté
ko. kuvauksen avulla kantafunktiot ¢ce,j) muuttuvat peruselementin
kantafunktioiksi ¢o ;. Mihin muotoon derivaatat ¢ ; muuttuvat?



